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Wassersteinization
[wos-ur-stahyn-ahy-sey-shuh-n]

noun

Introduction of optimal transport into an 
optimization or learning problem.

cf. least-squarification, -ification, deep-netification, kernelizationL1



Wasserstein - Baricentros

promedio en  L1

promedio en  W



Wasserstein - Baricentros



Wasserstein - Baricentros



The Earth Mover’s Distance



The Word Mover’s Distance



Wasserstein - Baricentros



Adaptación de dominios

1. Estimamos el mapa transporte
2. Transportamos las muestras con labels al nuevo dominio
3. Entrenamos el clasificador en muestras transportadas con labels



Density fitting



Density fitting



Density fitting



Density fitting



Density fitting

Minimum Kantorovich Estimator



Blue Noise and Distribution Approximators
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SESION I
.
A KANTOROVICH DUAL

1. Problema Relajado de Kanbrovich

inflCd/M y Natudr a

#(v) = < UelP(XXY) PX =M ; Pyrfer !

OBSERVACION : Si(IdxT)Ap er en TCM,r) ,
entences T "pushes"

Men U.

Demonstration
. (IdxT)ET(M ,U) entonces (PV)#(IdXT)#M28

lo que es equivalente o (Pyo(1dXT))#M =5 y finalmente
TAM=5 .

E

Noteque sid plan de transporte & tierela forma U = (IdxT) +M

mintScylddxT#m) = minexTxMonge

&: Preguntas naturales :

· En
quecondiciones se garantiza queexiste en plan detransporte?

O Gundo citeadmite un mapa detransporte?~
Metodo directo de calculo de variaciones



SKETCH : CEX
,
(,
d) espacio metrico .

Metri probarn existe

Paso 0 : Probar que infFAo

Problema er trutable.

Paso 1: Tomar una sucesion minimizadora

i .e. erlogerex,
C + .q. hiF = infF

Paso 2: Probar
queCer compacto

ie A subsucesion [XEC +.q. Xu**** C
Paso 3: Probar que her semicontinua por debajo ,

: . inf F(x= bi Fix) = b F(x) =... = livingFXFxher

: Xu es un minimizador deGenC

El reto es encontrar la topologia (metrical adecuada paraC :

· suficientemente debil para ganar compacidad
· suficientemente fuerte para que fi sea semicontinua por debajo.

TEOREMA: Dados (X ,dx) , (4, 01) espaciou polacos ,
Fc:XXY-Rvioh

semicontinua por debajo y acotada por debajo , #M ,
r) eu compact en la

topologia angostu , y existe & ETTG,r) que satisface

Ex= argmin JC(x>y)dU(x,Y)
T,r)

2 . Construyendo el dual de Kantorovich en el escenario discreto

Reemplazamos medidas Mys por vectores H= (Mili= 2, . .

.m
V = (Vilis,...m

: plan de transporte er una Matriz Uz[Hij]

min <C , 87 sojeto a CPNEU
j Hij0 Vij



Introduzcamos arbitrariamente

((d ,4) = <C, 0) - 19 , PxY-M) - <N , Pyr-V)
↑

GERM 4 EIRh
Note que

Sop [LID,
T= /[CUY SiPxOEM yP

9,4

Ahow considere

inf(sup(((417]=inT
Reemplazando Li Ygeneralizacion de minimax (Von Nermann)

int[S((=PUM]P[int(U-RN-> ,
pyu -v)]

=[int(P-P
=su [(P,

u7 +( ,v)]
Pxc+PC

·SUP[(Q ,U+N,V] sujeto aCitij . fii

OBSERVACION : · El problema primal dependia de nxm variables
,
el problem

dual depende de n+ m parametros.

3. El dral de Kantorovich en el escenario continuo

(DK) Sup[Saim + Seir] sujtoas P(x+cry) = ((x,y)

f(x,y) -XXY

El dual de Kantorovich es aun materia deestudio
porque

el conjunto de

restricciones no es compacts. Podemos hablar mas de su estructura con la

nocion de C-transformada.



DEFINICION : · Para calquier funcionf eny convalores en RUP-09 y no

identicamente-A, definimos su-transformada como

f(x) = inf [C()-f(y)] XzX:
yeY

· Silerma funcion t.g. existeon 4=f? entences & Sedice C-concava
,

·IX) denota el conjunto delas funciones -concavar en X.

OBSERVATION : Sie par (8,4) er admissible para (DK) entences (it? 4)
tambien 10 es.

Demostracion .↑FCEXYRay is
Y EY

↑(x) +(y)= ((X,y)-N(p) + y()

=> (x,y) - ↑(y)+ +(y) = ((X
,4) #

OBSERVATION : Sie par (C, 4) or admisible para (DK), uno obtieve un mejor
par reemplazando ( por 4?

Demonstration
· FyEY N'x) = Y [C(X)-4(p] => 4) [(()

G(x) < (xy) - Ycy) #

· Por que hacemos esto?

inf (k) = Sup
pere Seirt fairsupeS

y el conjunto de funciones admisibles *C) er COMPACTO !I
↳ existencia

4. Del dual de Kantorovich al mapa de transporte optimo :

C-SUPERDIFERENDAL:

Queremos
,

cuando existe,
elmapa T:X+ V asociado al plan detransporte

(IdXT)#e que minimiza el funcionad del problema de Monge.



TEOREMA : Sea e una funcion Econcava. Para todo (x,4) E&C , tenemos

XQ( -Tx((X,4) =0,

donde 824 = 9 (x,y) : ((z) = &IX + (CCE
, 4) - ((X,7) , FEEXY

denote el C-superdiferencial de Q

Por definicion dela C-transformade ,
si (X,1) E&C ,

entones

qC(y)= C(X,4) - Q(X) .
Entonces

,
el E-superdiferencial se puede

caracterizar por el onjunto de puntos (X,4) EXXX +.
q· ((x +Q (y)= ((X,4)

&: dcral er la relacion entre el -Superdiferencial y elmapa transporte?

Considere en punto (x,4) G&C , entences
,
FzEX

((X, u) -&(1 ((E,Y) - P(E) .

Calalemos laderivada onx en la direction w Carbitraria)
linxtw) -<(4) - &o
++tw, y) - ((X, y)

teut t t

%
TQM ·WE Mx((x,y) · W .

Elmismo ratonamiento en la direction-w nor da

Ma.W = My (yy· FwEX ,

Q: [Quepasa enel caso de La ? ((X,4) = ENX-Y112

Vix,n)8'9 , HQWHY-X1 =0 : crando elmapade transporteT

existe
,
esta dado por

T(= X-DAI =NI-p()
Convexa

OBSERVATION : SU CIXU) = Ex-ylP y DEFP(X) entences

T(=-DIX er una funcion convexa · (equivalenciae



Demonstration. OC = ↑Ex)
= int[ -x(y)]
= infxy- (y]

Entonces,

-()= ((x)- inf(-X y + (M-())]
0

, equivalentemente
(1 = Sip [X .

y -(c)]
La funcion 81Xy- (I-P(y) es afin enx

,

Centences el grafo de er el upper envelope
familie de siperplanor , por

lo tantes e internation
convexa #

OBSERVACION : Considere las trajectorias de dos particulas parametrizadas
por Ele1] ,

the 11-E) X+ ++TIXL)
the (1- t) Xz + +T(X2) ·

Si X1#X2 y OCtL1 entences no hay colision entre particles

Demostracion. Por contradiction
, Suponga que hay una colision,

entences existe to 10,
2) y X2#X2 tulque

(1-t) X2 + + T (2) = (1-t)Xx2++T(x2)

(1-t) X2+ tT/G(x2) = (1-t)Xz+++q(Xz)

(1-4) (x2-Xz) + t (75(1) -TG(x2)) =0

· (e- t) /IX2-Xull2 + t (DET(x2) -MT))· (x2-X2) = 0

(-)



SESIONII. B :WASSERSTEIN GRADIENT Flows

1. Nociones basicas de transporte optimo
DEF : Dadas dor medidas de probabilidadM,r sobre IR" with

Segundo momento finito (notado M,VEPaIIR)) ,
to

distancia Wasserstein -2 entre yo esta definite
Como

We( ,
2)=mirc S1x-y1

-Hdx,dy)

donde TT(M,
5) en el conjunto de couplings de My W.

m -M
HECHOS : · Para M ,

VE PrCRY) ,
un coupling optimo & siempre existe

Ino necesariamente er unicol.
· (Pa(I) ,Wa) es un espacio metrico
· Whan , pe)to Mutpe dibilmente y III -1open-Slo
· X15x er un embedding isometric (i

.e. Waldx ,Tyl = 11x-yl/

TERREMA FUNDAMENTAL DEL TRANSPORTE OPTIMO
Suponga que el tiene una densidad con respecto a la medida de

Lebesque (notado MEP2,
ac) .

Entonces
,

el plan de transporte optimo
es inducido por en mapa de transporte :

We(,
u) = flix-yig

* (dx,dy) = S11X-T*(xill2 M(d*)

U = T
*

#M # if X-M entences T* (x) U

Mas awn
,

T* esta caracterizado como el unico (M-c. +.p) gradiente de
una funcion convexa que pushforward pronv . Llamanor T* e

mapa de Brenier



EJEMPLOS : · T#8x = OTH
· Si M= N(m

,2) y W= NLM2
,&2) entences

T*= Mc+Ci(@@@(X-M1) lejerivio

2. Curvas de medidas :

curra enRa curva en Pac(1RP)
↳Nit

-NetER -Metr
Y en el vector fangente sque es pit?

a la curva

Piense en (xE) como la Piense en (e) como una coleccion departiculas
trajectoria de una particula

M+(x) = Pensidad de masa en x en el tiempo t

Xt = posicion en el tiempo t VE(X) = Velocidad de X en el tiempo t

Xt= Velocidad en eltienpot Ve es el campo rectorial de velocidades.

perspective "LAGRANGIANA" perspectiva "EULERIANA"

Juntundo las doo perspectives , piense ahora en

Xe como una variable alatoria X-Me
Entoncer

,
Ye =VIXE)

PROPOSicION SiXONMo y Ye=VIXE) entences Me= Ley(Xz) y
Satisface

OtMe +divIMeVt =0 Cerracin decontinuidad)

Demostracin. La forma debil del PDE es

& Spame = SCTD ,VET OE



SodeMe

Per Off Aime = OtEP(v) = E(DG(YE) ;Yt) = <TG(XE) , VeNXE)

= KNQ ,vt]dME = -JGdivCEVE) (integration by
Q: Podemos pensar en Va como el rator targente apla ?

No hay unividad: Mo= NCo
,Id) For

↑

V=0 vs. Va=rotation L
-

Criterio de seleccion: escoja Ut queminimizela energia circtica

Ve=argminSiim : divcov =-GM
PROPSicioN : Existe un unico Vector Ve quesatisface (*) . Esti cracterizado

por "Ve =Dez" para algon PER
&-R

(Mas preciso: Ve =eT dondTCU)

Demostracion
.

Unicidad vesigue de (A) estrictamente convexo. Note que
la

restriction en (A) er

Kir,vesoe= deSPoMe ,
AyeCRY

Sireomplazamos vf por so proyection en [MQ : DECEURY}
Lie

an satisface la restriccion pero tierema norma menor. #

Hodge decomposition .

3. Elementos de Geometria Riemanniana :

Una variedad RiemannianaM tienasociada,
X

para cada punto peM, un espacio vectorial

- el espacio fargenteTpM- , equipado con un

producto interno 7 ,7p .



El producto interno determina distancias :

1

depo , pul := infpet : curas pf150,
1]-M queconccturpoype)

Un minimizador (PEttco,1] deeste problema variacional or wa

geodesiza Const
. speed) O camino was orto.

La aplication exponencial expp :TpM-M maped VETpM al punts
sobre la goodesica que anana en p con velocidad v por unidad de timpo.

La aplicacion logarituica logp: M -TpM en la inversa de la exponencial.

Dado f :Ml&I ,
el gradiente Mfp en per es el elements deTpM

+q para todas las cras (pozzie con po-p,

&ofCPaleo = (ifip) , poTp .

4. Calculo de Otto:

Definimos el espacio furgente
TmPa,ac(Ra) := ↑M+: NECOCIRGy

equipado con la norma (G) : 11TTI : = JITHIROM

Q crales son las geodesicas ?

TEOREMA : La forma de Benamor-Brenier satisface:

WTMo ,Mi = inf JINoModt : Gu,v) resicle lacana
La geodesica que conectar Mo ypl sedescribe como

Me= (l-Aid ++)#Mo , XC = mapor de Brenier



Demostracion. Sen Gu,v) que solucionan la ecacion de continuidad
.

Entoncer,
Si xz= Valve , XzNMtJensen inequ

1 ↓

SINolmedt =YEE 2,NY Yo= llIX-XolWlMo ,M

Hemos obtenido asi una estructura Riemanniana asociada a la distencia

Wasserstein-2 .

expm(T4) = (id+Me) #M
logy (2) = Memer-id

Ahor
, sea F :Prnc(IRI) -> IR in funcional. &Que es el gradiente?

DEFINICION : La primera variation de J en qu es una funcion JTCM): /REIR
+.

q par todo X con Six =0
y put EXEPCIR) par in 310

suficientenante pequecio,

+Ex-F() = JEFguld .

(definidoscheinstantes

Come calclar E : Sea (MEFER una curse
, ploupe

Calale de (E) y escibalo de la forma

deFilwo= S( ...) OMotoro - 1 ...) = o FG)

TEOREMAS El gradiente deWassersteinMul de Frempe erel
campo rectorial

DurFle =Mof) .

Demonstration. Por definition, DwzFicp) satisface:
·

para doME +dir (EM)=0

&Film = <Dw Ye ,METMe



· MunFicul ETPracLIR") TWFigu er on campo metorial gradients

Noteque,

Ot = SOFIAdeMe = -SoFe div GuoT)
= STIFicMH,DUTEOME = <EFqA ,Mpe

COROLA : E Wasserstein gradient flow on F satisface

+ Me = div(MEDOFiche) EXF--XOqu(Xi


